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3/32



Aproximacdes por diferencas finitas

» Na dltima aula, a derivada na equag&o diferencial ordinaria (EDO) foi
aproximada por diferencas finitas.

» A aproximacdo foi através de uma férmula que vem do truncamento
de uma série infinita, a série de Taylor*:

> F(K) (x
Z X—X(_)ki(I 0) s
k=0 '

» onde f(x) é uma fungdo analitica e k-vezes diferenciavel no ponto xg,

em torno do qual é definido este polinémio de Taylor de ordem k.

*No caso particular xg = 0, essa série se chama série de Maclaurin.
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Aproximacdes por diferencas finitas

» Trivialmente, para a primeira derivada (utilizada na primeira aula):

f(x)— f(xo
F(x0) = (x) = f(x) +O(x - x0) |
X — X0
» Portanto, vamos generalizar e manipular essas aproximacdes para

representar derivadas de primeira ordem, segunda ordem, quarta ordem,
etc.*

*A ordem da derivada e a ordem do truncamento s3o coisas distintas.
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Erros de arredondamento e truncamento

» Erros de arredondamento s3o os erros introduzidos por computadores
que simulam a aritmética real ou complexa por aritmética de ponto
flutuante (operagdes basicas). Esses erros estdo associados a precisdo
da maquina (machine epsilon ~ 1071%);

» Erros de truncamento local, ou de discretizacdo, sdo erros
introduzidos por um algoritmo que substitui quantidades continuas
(infinitas ou infinitesimais) por outras discretas (finitas).

» Métodos numéricos lidam diretamente com os erros de truncamento,
que em geral dominam sobre os erros de arredondamento.*

*O somatoério desses erros € comumente chamado de erro global; cometido no
calculo de uma solugdo numérica.
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Consisténcia, estabilidade e convergéncia

Conceitos fundamentais:

» Consisténcia: o problema discreto € uma aproximagdo do diferencial.
Com isso, temos um erro de truncamento local, O(hP), com ordem de
consisténcia p.

» Estabilidade: os erros da solugdo diminuem durante o procedimento de
solucdo. Isto &, a solucdo numérica

» Convergéncia: a medida que a malha é refinada, a solu¢do do
problema discreto aproxima-se da solucdo do problema diferencial.

» Para problemas lineares, vale o teorema (equivaléncia) de Lax:
consisténcia + estabilidade = convergéncia.
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Método das Diferencas Finitas (MDF)
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Série de Taylor

» Uma fungio f(x) pode ser descrita pelo seguinte polinémio de Taylor:

e £(k)
k:0 ’

Ax? Ax3
= f(XO) + AXf/(XO) —+ Tf//(xo) —+ Tf/”(xo) + ... 5
onde Ax = x — xg.
» Generalizando essa férmula, em torno da variavel x (ao invés de xp):
X—X, X—x+Ax, Ax=x-—-Xx

2 3
Flx+ Ax) = F(x) + Axf/(x) + ATXuf () + ‘Asxr F"(x) +
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Formulas de diferencas finitas

» Agora nés podemos construir quaisquer férmulas de diferencas finitas
utilizando essas séries (adotando h = Ax):

ﬂx+mzﬂn+hmm+g%%m+g%wm+m, (1)
f(x — h) = f(x) — hf'(x) + ';f”(x) - Z—Tf’”(x) ¥, (2)
ﬂx+2mzzﬂ@+@hﬂ@)+%§f%xy+%?ﬂﬂn+n“, (3)
f(x — 2h) = f(x) — 2h f'(x) + 42—/7!2f"(x) - 83—h!3f”’(x) o (8

» Comumente nos referimos ao valor da fun¢do f no ponto do dominio
computacional x;, de modo que:

f(xi)="1i, f(xi+h)="fiz1, flxi—h)="fi1,
f/(X,') = f,-/ R f(X,' + 2h) = fi;2, f(X,' — 2h) =fi_o, ..
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Derivada de primeira ordem

Diferenca progressiva:

» Inclinagdo da reta que conecta os pontos (x;, ;) e (Xit1, fi+1):

=TT o), (5)

Diferenca regressiva:

» Inclinagdo da reta que conecta os pontos (xj_1,fi—1) e (x;, f;):

fi — i
f'(xi) = f = :

F= T o). (6)

» Ambas sdo aproximacdes de primeira ordem, O(h), para a derivada de
primeira ordem.
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Derivada de primeira ordem

Diferenca centrada (ou central):

» Obtida subtraindo a Eq.(1) da Eq.(2):

fir1 — fii = 2hf + O(h®)
fix1—fiq

Y 2

» Inclinagdo da reta que conecta os pontos (x;—1,fi—1) € (Xit+1, fit1):

) = /= T2 o), ™)

> Esta é uma aproximacdo de segunda ordem, O(h?), para a derivada
de primeira ordem.

12/32



Derivada de primeira ordem

Diferenca finita progressiva

Diferenca finita regressiva Diferenca finita central
o
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1
1.0
1.0

!
x(x)

0.6
0.6

04
1
04
1

» Qualitativamente, é possivel observar que a inclinacdo utilizando a
diferenca centrada é mais préxima do valor da derivada da func3o f no
ponto preto.

» Ou seja, a inclinagdo calculada numericamente utilizando diferenca
centrada oferece uma melhor aproximacao quando comparada as
demais (progressiva e regressiva).
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Derivada de segunda ordem

Diferenca centrada (ou central):

» Obtida somando as Eq.(1) e Eq.(2):

2
fira — i1 = 26 420 '+ O(h)

fiyn =264+ fi1

h2 = f;'l/ + O(h2)

» Férmula de diferenca centrada com trés pontos para a derivada segunda:

Fr(x) = £ — T =2 i

, o), (®)

> Esta é uma aproximacdo de segunda ordem, O(h?), para a derivada
de segunda ordem.
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Problema de Valor Inicial (PVI)
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Problema de Valor Inicial (PVI)

» Um PVI & um problema de evolucédo, no qual a informacdo inicial
(conhecida), é propagada para o interior do dominio pela equagio
diferencial.

» Para exemplificar, apresenta-se um PVI* simples para uma funcio
u = u(t), na seguinte forma:

uv=Xu, t=0 (9)
U(t()) = U (10)

> A solugio analitica (exata) dessa EDO é: u(t) = ug et~ )

*Nesse caso, o Problema de Cauchy
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Método de Euler: Explicito

Euler explicito (“Forward”)

» E 0 mesmo procedimento do Exercicio 1 da primeira aula.

» Equivale ao método da diferenca progressiva.

n+l _ . n

u u

At 4

» Portanto: u™?! = (1+ \At)u"
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Método de Euler: Implicito

Euler implicito (“Backward"”)

» Equivale ao método da diferenca regressiva.

n+1 n

u —u

_ A n+1
At “

» Portanto: (1 — AAt)u™! = u" < u"! = (1 - AAt)tu"

» Foi necessario inverter o “operador” do lado esquerdo da equacio.
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Método de Crank-Nicolson

» Também conhecido como a regra dos trapézios*.

» Generalizando os métodos de Euler para 0 < 0 < 1:

n+1 _ ,n

u u

_ n+1 _ n
= AOu™ + (1 - 0)u"]

0 Método

0  Euler explicito
1/2  Crank-Nicolson
1 Euler implicito

*Pode ser demonstrado a partir da defini¢do de integragdo.
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Analogia

Diferenca centrada: espaco

& = A\u
Uiyl — Uji—1
2Ax A
x—Ax X X+ Ax
(o, % O
! 2Ax !
i—1 i i+ 1
o, ¥ O
! 2Ax !

Crank-Nicolson: tempo

du
E = A\u
un+1 —u" un+1 + u"
At A 2
t t+ At/2 t+ At
O X O
| At |
n n+1/2 n+1
O X O
| At |
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Analise Numérica do PV|
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Consisténcia
Euler explicito:
n+1 n

umtt —y
= n A
Az Au" + O(At)

AN
[u' - 2|u"] = Au(t") + O(At)
Euler implicito:

un+1 _

At

n

Lo a4 O(Ar)

A n+1
[u’ - ;u"] = Au(t™™) + O(At)

» Ambos os métodos s3o consistentes de ordem 1, e
» conforme At — 0 a equacdo de diferencas aproxima-se da
equacido diferencial com um erro de truncamento local com ordem

O(At).
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Consisténcia

Crank-Nicolson:

_ un un+1 4 un
=A O(At?
At 2 +0O( )

n+1/2
eS| = e - ) + o)

» Esse método é consistente de ordem 1, e

» conforme At — 0 a equacdo de diferencas aproxima-se da
equacao diferencial com um erro de truncamento local com ordem
O(At?).
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Estabilidade

» Adotamos a seguinte notacdo para solucdo exata para o problema
discreto e numeérica, respectivamente: u*(t") e u”. Logo, o erro global
é definido como:

n+1 _ u*(tn+1) _ un+1
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Estabilidade

Euler explicito:

>
>
>

Solugdo da eq. discreta: u*(t™1) = (1 + AAt)u*(t")
Solugdo numérica: u™! = (1+ A\At)u"

Subtraindo ambas:

e" = (1+ \At)e"

Para que o erro global ndo aumente a cada passo, é necessario que

14+ MAt <1

Consequentemente, —2 < AAt < 0, e este é um método
condicionalmente estavel.
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Estabilidade

Euler implicito:

>
>
>

Solugdo da eq. discreta: u*(t™1) = (1 — AAt)~Lu*(t")
Solugdo numérica: u™?! = (1 — AAt)1u”

Subtraindo ambas:

e = (1 - AAt)te”
Para que o erro global ndo aumente a cada passo, é necessario que

el <
1 - \At

Consequentemente, AAt < 0, e este € um método
incondicionalmente estavel para A > 0.
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Estabilidade

Crank-Nicolson:

> Solugdo da eq. discreta: u*(t"1) = (1 + AAt)(1 — AAL) " Lu*(t")
> Solugdo numérica: u™! = (14 AAL)(1 — AAt)~!
» Subtraindo ambas:

en+1 (1 + )\At) n
(1- )\At)
» Para que o erro global ndo aumente a cada passo, é necessario que
14 )\At‘ <
1-— )AL

» Consequentemente, AAt < 0, e este € um método
incondicionalmente estavel para \ > 0.
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Convergéncia

Algumas “p-normas” para o
calculo do erro:

» Norma Li: 2
1 102} i
N *
_ Do lui — uf| 10" F 4
= s .
> i—o ] - s
~ 10 [ T
» Norma Lj: 8
10 —— linear
—— quadratico
N .12 1/2 10 —A— explicito
ZI:O |U, — u; | 10 —— implicito
2 — N— —6— Crank-Nicolson
Dizo lUf? 5 2 3 2 =
10 10 10 10 10
onde u é a solucdo numérica At

e u* é a solucdo analitica.
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Conclusdes
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Conclusdes

» Existem varias formas de utilizar o MDF para discretizacdo de uma
EDO.

» Considerando o PVI estudado, observamos:

Método Consisténcia Estabilidade Convergéncia
Euler explicito  Sim, O(At) condicional o< At
Euler implicito ~ Sim, O(At)  incondicional x At
Crank-Nicolson ~ Sim, O(At?) incondicional x At?

» Existem ainda outros métodos de ordem mais alta para PVIs, como o
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), que apesar de ser explicito
(condicionalmente estavel), possui alta precisdo.*

*O método RK4 imp&e uma forte restricio sobre a escolha do tamanho do passo de
tempo.
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