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Avaliacao

A primeira avaliacdo (P1) da disciplina corresponde ao contetido relativo a Parte I - Método de diferencas
Finitas e vale 10,0 pontos. Essa avaliacdo consiste na elaboracdo de um relatério a ser entregue até a
data da dltima aula prevista no calenddrio académico 2020 da UERJ, isto &, 08 de dezembro de 2020. O
aluno deverd elaborar um relatério que responda aos dois itens (A e B) do trabalho proposto, valendo 5,0
pontos cada.

Organizacao

O relatério elaborado deve apresentar:

- Introducao: enunciado do(s) modelo(s) matematico(s) (equagdes, varidveis, hipdteses).

- Objetivo(s): "resolver numericamente ... utilizando o método ...".

- Metodologia(s): esquema(s) numérico(s), parametros, dados e a verificacdo do cédigo (curvas de
convergéncia).

- Resultados: no minimo os exigidos em enunciados.

- Conclusao: breve discussao sobre os resultados obtidos.

OBS: Os arquivos dos cédigos em PYTHON com a implementacdo dos métodos devem ser enviados
juntamente ao .pdf do relatdrio.

Entrega

Os relatérios devem ser enviados para um dos seguintes e-mails: danielcoelho.uerj@gmail.com ou
daniel.coelho @mail.mcgill.ca.



Trabalho

A. Sistema massa-mola-amortecedor (5,0 pontos)

Um sistema massa-mola-amortecedor pode ser modelado matematicamente pela seguinte equacao dife-
rencial ordinaria (EDO) de segunda ordem:

mx(t) +cx(t) + kx(t) =0,

onde as varidveis x(r) e v(¢) sdo posicdo e velocidade, respectivamente. As constantes positivas m, ¢ e
k correspondem a massa do corpo, coeficiente de amortecimento do amortecedor e constante da mola,
respectivamente. Esse modelo pode ser representado como um sistema de duas EDOs de primeira ordem.
Portanto, considere o seguinte problema de valor inicial (PVI):

x(t) =v() ;
. c k
v(it)==——v({t) - —x(t) ,t=20,
m m
x(0)=1;v(0)=5.
O modelo matemadtico acima admite a solu¢ao analitica
x(7) = Be "'sen(2, 5t + ¢)

para as seguintes constantes (unidades no S.I.): m = 1 [kg], ¢ = 3 [N.s/m], e k = 8.5 [N/m]; onde
¢ = arctg(10/26) e B = 1/sen(¢). Utilizando o modelo, os dados do problema e considerando apenas o
intervalo ¢t € [0,4]:

(a) Construa os métodos de Euler explicito e de Crank-Nicolson;

(b) Faca um cédigo! em PYTHON para implementar ambos os métodos acima, plotando as solugdes
numéricas de x(¢) e v(¢) em um grifico x X t e v X t (considerar At = 1071);

(c) Compare qualitativamente a solu¢cdo numérica com a solucdo analitica dada de x(¢) através de um
grafico x X t (considerar At = 1071y,

(d) Calcule a norma L; do erro entre a solu¢do numérica e a solucdo analitica dada para Ar = 1071,
1072, 1073, 10~* e 107>, utilizando AMBOS os métodos. Plote os resultados de convergéncia obtidos e
compare o comportamento dos erros com as curvas de O(At) e O(At?) em um grafico log(L;) x log(At).

10s arquivos dos cédigos em PYTHON com a implementacdo dos métodos devem ser enviados juntamente ao .pdf do
relatdrio.



B. Conducao de calor unidimensional em regime permanente (5,0 pontos)

Na modelagem da transferéncia de calor em um determinado sistema, realiza-se o balangco de energia
interna para se obter a seguinte equagdo de evolugdo da temperatura 7 = T'(x, y, z,1):

oT 0
— +v-VT =aVT+ ,
ot v @ pC,

onde v é o campo de velocidades do meio, @ é o coeficiente de difusividade do material e Q uma fonte
térmica. Os operadores diferenciais sdo: V = (9/dx, 8/0y, 0/0z) e V> = 8%/8x?, 8% /9y?, %] d7>.

Considere a transferéncia de calor unidimensional (apenas em x) em uma barra metélica (sélido, i.e.,
v = 0), com fonte térmica constante (Q/ pc, = F) e em regime permanente (07 /0t = 0). A conducédo de
calor na barra € entdo descrita por uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem para a temperatura,
T(x). Portanto, o modelo matematico admensional pode ser representado pelo seguinte problema de
valor de contorno (PVC):

d°T
dx®

dT
T(O) = TO s E(L) = NL ’

-F ,xe]0,L],

onde L € o comprimento da barra, a temperaturas Ty € a condi¢c@o de contorno de Dirichlet na extremidade
x =0 eaderivada Ny € a condi¢do de contorno de Neumann na extremidade x = L. A solu¢do analitica
desse PVC pode ser facilmente extraida e é dada por: T(x) = (F/2)x*> + (Ny + FL)x + T, . Os dominios
fisico e computacional estdo ilustrados na seguinte Figura 1:
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(a) dominio fisico (b) dominio computacional
(modelo) (malha "Staggered")

.

Figura 1: Esquema de uma barra metdlica submetida a diferentes temperaturas nas suas extremidades. E
importante notar que pelo fato de L > d, € factivel aproximarmos a geometria da barra a uma dimensdo
apenas, o que facilita a modelagem computacional (ou seja, € uma boa hipdtese neste caso).

Dados admensionais: 7o = 0, N = =7 e F = 20 . Utilizando o modelo, os dados do problema,
considerando apenas o dominio x € [0, L], adotando L = 1.:

(a) Construa o método de diferencas centradas (segunda ordem) para o PVC respeitando a implementagao
da condi¢do de contorno "Staggered";

(b) Faca um c6digo? em PYTHON para implementar o método de diferencgas centradas;

20s arquivos dos cddigos em PYTHON com a implementacdo dos métodos devem ser enviados juntamente ao .pdf do
relatdrio.



(c) Compare qualitativamente a solu¢do numérica com a solucao analitica de 7'(x) através de um grafico
T X x (considerar Ax = 107!);

(d) Calcule a norma L; do erro entre a solu¢io numérica e a solucio analitica dada para Ax = 107!, 1072,
1073 ¢ 107*. Plote os resultados de convergéncia obtidos e compare o comportamento do erro com a
curva O(Ax?) em um gréfico log(L;) % log(Ax).



