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Modelo

O modelo matemaético usado numa primeira abordagem introdutéria método de elementos finitos € o de

um escoamento entre placas paralelas como na figura abaixo.
Esse € um tipo de escoamento

AY laminar, completamente desenvol-
Vg, Uy = 0 vido com regime permanente em
[ . —— que o movimento do fluido é man-
tido devido ao gradiente de pres-
sdo dP/dx, imposto. As equagdes
da continuidade o de Navier-Stokes
para um problema bidimensional
L] sao:
X Vg, Uy = 0
dv, dvy

T + d_y =0 (1)
vx%wy%:—_ld_Pw(dZ” +d2VX) 2)

dx dy p dx dx?  dy?
vx@+vy@:_—ld—P+v(d2Vy+d2vy) 3)

dx dy p dy dx?  dy?

Por ser um escoamento completamente desenvolvido, a equagdo da continuidade se torna %y =0,
integrando emrelacdo a y a solugdo de v, tem que ser constante e devido a condi¢do de nio escorregamento,
conclui-se que v, = 0 em todo escoamento. Reescrevendo as equacdes de Navier-Stokes sem as derivadas
sem as derivadas em relag¢do a x e com a solugdo de vy:



d*>v, -1dP

= — 4
dez p dx @
dP
— =0 5
dy )

Sabendo que P = P(x, y), integrando a da segunda equagao deduz-se que P = f(x). Esse resultado é
importante pois mostra que a pressao nesse problema € uma funcao somente de x. Como o escoamento é
completamente desenvolvido v, ndo pode ser uma fungéo de x, entdo a equagdo (4) € daforma F(y) = G (x)
que so admite uma solucdo se o gradiente de pressdo for constante (chamado de g daqui pra frente). Logo
a equagdo que modela esse escoamento €:

d%v,
a2 8 (6)

Essa EDO pode ser resolvida integrando duas vezes em relacdo a y e sua solucao é:

vy = §y2 +Cly+Cy %)

Aplicando as condi¢des de contorno de ndo escorregamento (v, (0) = 0, v, (L) = 0) chega-se a solugao
final:

8

x = x5 -L
ve=2y(y-L) (8)
Forma Fraca
Definindo o espago de fun¢des de Sobolev como:
1 2 du 2 .
H(y): MEL(y)’ E L(Y)’ZZI,Z,,H (9)
1

onde L?(y) é o espaco de funcdes quadrado integraveis:

L
L*(y) = {u Ty > R’./o uldy < oo} (10)

Defini-se o espago das func¢des de ponderagdo w sendo:

W(y) = {w|w e H'(y),w=0 em F}.

onde I" sdo os pontos do contorno.
Fazendo a ponderagao da equag¢do 6 no dominio [0, L], tem-se:

L d2 . L
/ w v2 dy = / wgdy (11)
o dy 0




Fazendo intetgracdo por partes no lado esquerdo:

dvy dvy L dw dv, L
w(L)— | - w(0)—= | / -y =/ wgdy (12)
o dydy 0
Pela defini¢do do espago W sabemos que w(O) = w(L) = 0, chegando-se na forma fraca:
dw dv, /L
dy = wgdy (13)
/0 dy dy 0

Aproximacao

Agora utilizamos o método de Galerkin para aproximar as funcdes w e v, como;

w %ZW_I'N]' (14)
Vy zZuiNi (15)

onde N sdo as funcdes de base, que dependem do tipo de elemento utilizado na discretizagdo do dominio
e n € o nimero de pontos.
Substituindo essas aproximagdes na Eq. 13, temos:

/Ody(zwf ) (Z“N)dy /OLanijjigiNidy:O (16)
J i

Como a derivada € um operador linear (soma das derivadas € igual a derivada da soma)e como u;, w;
e g; sdo coeficientes constantes, podemos desenvolver a equagcdo como:

/ (’dy)z( )dy /ZWJN Z&Ndy 0 (17)

A integral também € uma operagdo linear, entdo podemos passar os somatdrios e coeficientes para
fora da integracdo, e lembrando que X’ ; a; - 2; b; = X, 2; a;b; (propriedade distributiva), segue-se:

2" [Z o [ GG [ s

J i

=0 (18)

Agora, pra continuarmos, € necessdrio lembrar que quando se faz a ponderacio para encontrar a forma
fraca da equacdo, queremos que essa ponderagdo seja vdlida para qualquer funcao de peso. Analisando
a Eq. 18 vemos que ou w; € igual a zero ou o somatorio interno € igual a zero. Mas se w; = 0 a unica
funcgao peso que satisfaz a ponderacdo € w = 0 entdao assumimos que:

n dN; dN;
Z[”i/o YT /NNdy] 0 (19)




Forma Matricial

A equagdo encontrada pela aproximacao de Galerkin representa um sistema de equagdes lineares n X n

onde temos n incognitas u; = (u1,us,...,u,). Da algebra linear sabemos que um sistema pode ser
representado em uma forma matricial, entdo definindo:
k= | C O, 20)
o dy dy
L
M :./o N;N;dy (21)

Logo, pode se escrever o sistema:

Ku; = Mg; (22)

onde K e M sdo conhecidas como matriz de rigidez e massa respectivamente. Esses nomes t€ém origem
no uso do método de elementos finitos na mecanica de sélidos.

Funcoes de Forma

As fungdes de forma, também conhecidas como fun¢des de base dependem do tipo de elemento em que
o dominio € discretizado. Elas tem que respeitar algumas propriedades especiais:

¢ Devem valer 1 em um nd, e 0 nos outros;

* A soma de todas as fun¢des de forma em um elemento € igual a 1.

Para o nosso problema 1D usaremos dois tipos de elemento, o linear e o quadrético, ambos em uma
malha homogénea, ou seja, com todos os elementos do mesmo tamanho.

Linear 1D

Uma malha 1D consiste em dividir o dominio em segmentos de reta que serdo os elementos. Para o
elemento linear, as fun¢des de forma definidas sdo retas, entdo precisamos de dois pontos por elemento.
A figura 1 mostra a representacdo de uma malha linear com 3 elementos com suas fung¢des de base.

T - T = I3 A
@ '\2/' kg’/

Figura 1: Malha 1D linear com 3 elementos.

As fungdes de forma para o elemento 1 da figura 1 s@o as retas:



Ny = X2 — X
T T Ax
X — X1
N, =
2T T Ax
onde Ax = x» — x; € o tamanho do elemento
As matrizes K e M no elemento sio:
k k
K = [ 1 12] 25) e = [mn le]
ko1 koo my my

Suas componentes sdo calculadas resolvendo-se as integrais definidas anteriormente:

*2 dNy dN 2
kn:/ e (27) m11:/ NiNidx
x, dx dx X1
*2 dN, dN 2
ko = / S22 0 (28) My = / N>Nadx
x, dx dx x|
*2 dN; dN 2
k12=k21/ d—l—zdx (29) m12:m21:/ N1N2dx
X1 x dx x|

Substituindo as func¢des nas integrais da matriz de rigidez no elemento, temos:

“d xy —x\\ X _1)\? 12
1 /xl (dx( Ax )) o /xl (Ax) TTAR T Ax

. /xz d (x—xl) 2 /X2 1 2d 1P

= _ X = o X = —X = —

27 ), \de U Ax o \Ax Ax? Ax
X2

2 d xo-x\d (x—Xx; -11 N |
12=F /x1 dx( A Jax\Tax )T T A T A, T Ax

X1

Logo a matriz de rigidez para o elemento é:

1[1 -1
k¢ = —
Ax[—l 1]

Fazendo o mesmo Pprocesso para a mtriz de massa no elemento, temos:

X2 xy —x)\2 2 x§—2x2x +x? Ax
m11:/ ( )dx:/ ——dx =2 —
X1 Ax X1 Ax? 6

X2 x —x1\2 x2 x2—2x1x+x% Ax
m22:/ ( )dx:/ — —dx =2 —
X1 Ax X1 A)Cz 6

2 2
2 oxp—x\ (X —X] Y2 —xyxp + (X1 +X2)x —x Ax
ni» =mip = dx = dx = —
Xy Xy

Ax Ax Ax? 6
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(23)

(24)

(26)

(30)
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(33)

(34)

(35)

(36)

(37)
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(39)



Logo,

. Ax[2 1
m_6[1 2] “0)

Depois de se integrar as fungdes de forma para um elemento e obter as matrizes locais, € necessério
realizar a montagem do sistema global somando suas contribui¢des, ilustrada na Fig. 2 para uma malha
1D linear com 4 nds. As matrizes globais de rigidez e massa estio representadas na Eq. 41 e Eq. 42

L9 | |5
e
K;; U;

Figura 2: Montagem da matriz de rigidez global para uma malha linear 1D com 3 elementos e qutro nos.

ki, ki, 1 -1
1 1 2 2
K = ky ko ‘; k3, , k2 L 5= =12 -l (41)
k32 k33 43— k33 k%4 Ax -1 2 -1
k43 k44 -1 1
1 1
mil 1m12 , . 21
M= |21 M2 +2m22 2’"23 ; NE Ax (141 (42)
ms, ms, §m33 mg4 6 1 4 1
My3 Myy 12
Logo, o sistema final do nosso modelo é:
1 -1 Ui 21 81
1 |1-1 2 -1 Ax |1 4 1
1 u2| _ Ax |82 43)
Ax -1 2 -1 us3 6 1 4 1 g3
-1 1 Uy 1 2| |gs

onde u; sdo as incdgnitas e g; sdo valores definidos para a simulagdo.

Quadratico 1D

Para o elemento quadrético, as fun¢des de forma definidas sdo parabolas, entdo sdo necessdrios 3 pontos
por elemento. A figura 3 mostra a representacdo de uma malha quadrética com 2 elementos e suas funcdes
de base.



| @ @

Figura 3: Malha 1D quadratica com 2 elementos e 5 nos.

As fungdes de forma para o elemento 1 da figura 3 sdo as pardbloas:

N1 =1- 3_)6 + z
Ax  Ax?
N
Ax  Ax?
2x2 X
M= e " ax
onde Ax = x3 — x; € o tamanho do elemento
As matrizes K e M no elemento sdo:
kit ki ki3 miy
K® = ka1 ko ko3 (47) m‘ = |my
k31 k3 ka3 ms3y

mi2 mi3

maz M3
m3p ms33

Suas componentes sdo calculadas resolvendo-se as integrais definidas anteriormente:

3 dN; dN;
= | L8y 49
i /x1 dx dx o “49)
5 dN, dN,
ko = ——d 50
22 /x1 dx dx o (50)
* dN; dN
k= | =554 51
33 /x1 L (1)
5 dN; dN
kip =k ——d 52
12 21/}61 L (52)
5 dN) dN
kis =k S5y 53
13 31/}61 P (53)
% AN, dN
ks = k3o / d—2—3dx (54)
X1 x dx

x3
nii :/ N1N1dx
x|
x3
m22:/ NoN>dx
x|
X3
m33:/ N3N3dx
X1
X3
mia = myy :/ NiNydx
X1
X3
mi3 = msj =/ N N3dx
X1

X3
mjp3 = msap = / N2N3dx
X1

(44)

(45)

(46)

(48)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)



Fazendo o mesmo procedimento de substituir as fun¢des de forma nas integrais e resolvendo-as, temos
as matrizes locais:

7 -8 1 2 1 =05
1 Ax
k¢ = A% -8 16 -8 61) m‘ = 5 1 8 1 (62)
1 -8 7 -05 1 2

A montagem do sistema global € feita da mesma forma que a montagem para o elemento linear,
somando as contribuicdes das matrizes locais (lembrando que somente os nés das extremidades dos
elementos se sobrepoem). A montagem estd ilustrada na Fig. 4 para uma malha 1D quadrética com 2
elementos e 5 nds. As matrizes globais de rigidez e massa estao representadas na Eq. 63 e Eq. 64.

1 2 3 4 5

AN

; ]

1 1

kil k{2
k%1 k%2
k3 k3

;
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k3 + k33
)
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m}3
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54 Kss)
my, mis| =
mfm mzzts
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Figura 4: Montagem da matriz de rigidez global para uma malha linear 1D com 3 elementos e qutro nos.

(63)

(64)



Avaliacao

Utilizando o modelo para escoamento entre placas paralelas, considerando o intervalo y € [0,1] e
condi¢des de contorno #(0) =0e u(1) =0:

* Construa as matrizes locais para um elemento 1D quadratico ;

* Faca um c6digo em PYTHON para implementar as matrizes acima, € montar as matrizes globais
(assembling);

* Plote a solucdo numérica de u(y) para 10 e 100 elementos, comparando com a solu¢@o analitica;

EXTRA (OPCIONAL): Explicar brevemente o que € a forma fraca de uma equacao e porque fazer
a aproximacao das fungdes como um somatorio.

Elaboracao

O relatério deve conter:

- Introduc¢ao: enunciado do modelo matemaético (equacdes, varidveis, hipdteses).

- Objetivo(s): "resolver numericamente ... utilizando o método ...".

- Metodologia(s): como calcular as matrizes locais € como montar o sistema linear global

- Resultados

- Conclusao: discussao sobre os resultados obtidos.

OBS: os arquivos dos cédigos em PYTHON com a implementacdo dos métodos devem ser enviados
juntamente ao .pdf do relatorio.

Entrega

Os relatorios devem ser enviados para o e-mail: lh.carnevale @gmail.com até 08 de dezembro de 2020.



